
3

Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè:
âûïóêëûå îáîëî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Èâàíîâñêèé Ñåðãåé Àëåêñååâè÷,
Ïðåîáðàæåíñêèé Àëåêñåé Ñåìåíîâè÷,
Ñèìîí÷èê Ñåðãåé Êîíñòàíòèíîâè÷

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ.

ÂÛÏÓÊËÛÅ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Â ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âûïóêëûå îáîëî÷êè â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð,
îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñêî-
ðåíèÿ íàõîæäåíèÿ êîëëè-
çèé òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ â
êîìïüþòåðíîé àíèìàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, òðåáóåòñÿ

ïðîâåðèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè äâà îáúåêòà 1P
è 2P  ñëîæíîé ôîðìû. Åñëè â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ îáúåêòû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñëå-
äóþùàÿ ñòðàòåãèÿ äàåò âûèãðûø. Ñíà÷àëà
àïïðîêñèìèðóåì îáúåêòû 1P  è 2P  áîëåå
ïðîñòûìè îáúåêòàìè *P1  è *P2  ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîòîðûå ñîäåðæàò â ñåáå èñõîä-
íûå îáúåêòû. Çàòåì äëÿ ïðîâåðêè ïåðåñå-
÷åíèÿ 1P  è 2P  ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì, ïåðåñå-
êàþòñÿ ëè *P1  è *P2 . Òîëüêî â ñëó÷àå, êîã-
äà *P1  è *P2  ïåðåñåêàþòñÿ, ïðîâåðÿåì, ïå-
ðåñåêàþòñÿ ëè èñõîäíûå îáúåêòû.

Êàêèì äîëæåí áûòü àïïðîêñèìèðóþùèé
îáúåêò? Ñ îäíîé ñòîðîíû, àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå îáúåêòû äîëæíû áûòü ïðîñòûìè, ÷òî-
áû ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ áûëè äåøåâûìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
íå äàåò âîçìîæíîñòè õîðîøî ïðèáëèçèòü èñ-
õîäíûé îáúåêò, âñëåäñòâèå ÷åãî ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ ïðèäåòñÿ âûïîëíÿòü ïðîâåð-
êó ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíûõ îáúåêòîâ.

Â ñëó÷àå îãðàíè÷èâàþùèõ ñôåð ïðîâåð-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð äîâîëüíî ïðîñòà, íî
äëÿ ìíîãèõ îáúåêòîâ ñôåðû íå äàþò õîðî-
øåé àïïðîêñèìàöèè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
âûïóêëûõ îáîëî÷åê îáúåêòîâ â êà÷åñòâå èõ
àïïðîêñèìàöèè ïðîâåðêà ïåðåñå÷åíèÿ áî-
ëåå ñëîæíà, ÷åì äëÿ ñôåð, íî çàòî áîëü-
øèíñòâî îáúåêòîâ ëó÷øå àïïðîêñèìèðóþò-
ñÿ, è ôàêò îòñóòñòâèÿ ïåðåñå÷åíèé áëèçëå-
æàùèõ îáúåêòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ìåíü-
øèìè çàòðàòàìè (ñì. ðèñ. 1).

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ îáî-
ëî÷åê íà ïëîñêîñòè áûëè îïèñàíû â [1, 2].
Íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü îáîáùåíû
íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé.

Ðèñ. 1. Àïïðîêñèìàöèÿ îáúåêòîâ
îãðàíè÷èâàþùèìè ñôåðàìè
è âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè
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2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãîãðàí-

íèê � ýòî òåëî, îãðàíè÷åííîå (ñî
âñåõ ñòîðîí) êîíå÷íûì ÷èñëîì

ïëîñêîñòåé. Ìíîãîóãîëüíèêè, îá-
ðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ
ïëîñêîñòåé, íàçûâàþò ãðàíÿìè, èõ
ñòîðîíû � ðåáðàìè, à èõ âåðøè-
íû � âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà
(ñì. ðèñ. 2). Ïîâåðõíîñòü ìíîãî-
ãðàííèêà, îáðàçîâàííóþ ãðàíÿìè,
òàêæå íàçûâàþò ìíîãîãðàííèêîì
(îáû÷íî èç êîíòåêñòà ÿñíî, èäåò

ëè ðå÷ü î ïîâåðõíîñòè èëè î òåëå).
Áîëåå òî÷íî îïðåäåëèì ìíîãîãðàííèê [3]

êàê ìíîæåñòâî (êîíå÷íîå) ìíîãîóãîëüíèêîâ,
ñâÿçàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
ïðè êàæäîì ðåáðå ñõîäÿòñÿ (ïîä íåêîòîðûì
óãëîì) äâà è òîëüêî äâà ìíîãîóãîëüíèêà, à

Ðèñ. 2. Ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà

â)

á)à)

ä)

ã)

âî-âòîðûõ, îò âñÿêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæ-
íî ïðåéòè ê äðóãîìó, ïåðåõîäÿ ÷åðåç ðåáðà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì,
ôèãóðû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3à�ä, ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè, à íà ðèñ. 3å�ç � íåò.

Âûïóêëûì íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê,
ðàñïîëîæåííûé ïî îäíó ñòîðîíó êàæäîé èç
ñâîèõ ãðàíåé. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ìîæ-
íî ïîëîæèòü íà ïëîñêîñòü (íàïðèìåð, íà
ïëîñêîñòü ñòîëà) íà ëþáóþ èç åãî ãðàíåé.
Ìíîãîãðàííèêè íà ðèñ. 3 à�â âûïóêëûå, à
íà ðèñ. 3ã, ä � íåò. Ãðàíü âûïóêëîãî ìíîãî-
ãðàííèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê.

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà CH(Q) ìíîæåñòâà òî÷åê Q â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî íàèìåíüøåå âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âñå
ýòè òî÷êè. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì,
âåðøèíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò èñõîäíîìó
ìíîæåñòâó òî÷åê.

 3. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß
ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Ìíîãîãðàííèê ìîæåò áûòü
ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí ïåðå-
÷èñëåíèåì åãî âåðøèí, ðåáåð

è ãðàíåé. Îäíàêî óäîá-
ñòâî è ýôôåêòèâíîñòü

Ðèñ. 3. Ôèãóðû, îãðàíè÷åííûå ïëîñêîñòÿìè

å)

ä)

æ)

ç)
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ðàáîòû ñ òàêèì îáúåêòîì â àëãîðèòìàõ çà-
âèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ åãî â âèäå
íåêîòîðîé ñòðóêòóðû äàííûõ. Êîëè÷åñòâåí-
íî ñëîæíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü îáúåìîì íåîáõîäèìîé ïà-
ìÿòè, êîòîðûé áóäåò çàâèñåòü îò ñòåïåíè
ñëîæíîñòè ìíîãîãðàííèêà, òî åñòü îò êîëè-
÷åñòâà åãî âåðøèí n, êîëè÷åñòâà åãî ðåáåð
m è êîëè÷åñòâà åãî ãðàíåé l. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòè òðè ïàðàìåòðà âûïóêëîãî ìíîãîãðàí-
íèêà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíû
ôîðìóëîé Ýéëåðà n � m + l = 2. Ãåîìåòðè-
÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [3], [4].

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â ñâÿçíûé ïëîñ-
êèé (ïëàíàðíûé) ãðàô (òàêîé ãðàô óêëàäû-
âàåòñÿ íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé,
ïðè ýòîì âñå åãî ðåáðà � ïðÿìîëèíåéíûå
îòðåçêè [5]). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íåêîòîðóþ
ãðàíü ìíîãîãðàííèêà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
åå êàê âåðõíþþ. Âîçüìåì âíóòðåííþþ òî÷-
êó ýòîé ãðàíè (âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà)
è ïîäíèìåìñÿ èç íåå ââåðõ ïî íîðìàëè ê
ãðàíè äî íåêîòîðîé òî÷êè p. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè p è
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà
(ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà p âûáðàíà òàê, ÷òîáû
âñå ýòè ëó÷è ïåðåñåêàëè âûáðàííóþ âåðõ-
íþþ ãðàíü â åå âíóòðåííèõ òî÷êàõ, êðîìå
ëó÷åé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû ýòîé ãðàíè).
Ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ëó÷åé
ñ ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé âûáðàííîé ãðà-

íè è ëåæàùåé íèæå ìíîãîãðàííèêà èëè êà-
ñàþùåéñÿ åãî. Ïîëó÷åííûå òî÷êè áóäåì ñ÷è-
òàòü âåðøèíàìè ãðàôà. Òîãäà åãî ðåáðàìè
áóäóò îòðåçêè, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêöèÿìè ðå-
áåð ìíîãîãðàííèêà (ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 4).

Ïîëó÷åííûé ïëîñêèé ïðÿìîëèíåéíûé
ãðàô ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà ìíîæåñòâî
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ãðàíåé ðàçáè-
åíèÿ ïëîñêîñòè). Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Ýé-
ëåðà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿç-
íîãî ïëîñêîãî ãðàôà [5], òî îíà ñ ó÷åòîì
îïèñàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâà è
äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Áîëåå òîãî,
èç ôîðìóëû Ýéëåðà (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
êàæäàÿ ãðàíü è âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà
èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè èíöèäåíòíûõ
ðåáðà) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
ïîïàðíî ïàðàìåòðû âûïóêëîãî ìíîãîãðàí-
íèêà [5]:

;42;63 −≤−≤ nlnm

63;43 −≤−≤ lmln .
Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ

(ïðåäñòàâëåíèÿ) ìíîãîãðàííèêà ñ n âåðøè-
íàìè äîñòàòî÷íî îáúåìà ïàìÿòè ( )O n .

Ïðåîáðàçîâàíèå âûïóêëîãî ìíîãîãðàí-
íèêà â ïëîñêèé ãðàô äàåò âîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà ñòðóêòóðû äàííûõ, ïîäõî-
äÿùèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïëàíàðíîãî ãðà-
ôà (òàêèå, êàê ñïèñêè ñìåæíîñòè èëè ðå-
áåðíûé ñïèñîê ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè [6]).
Ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ðåáåðíîãî ñïèñ-
êà ðàññìîòðåíî â ïðèëîæåíèè. Âàæíî îò-

38*

5

7

5*

1 2

8

6

7*

6*

4

34

21

6*

7*
8*

5*

à) á)p

Ðèñ. 4. Ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà (êóáà) â ïëîñêèé ãðàô:
à)  ïðîåêòèðîâàíèå êóáà: p � öåíòð ïðîåêöèè; ãðàíü êóáà (1, 2, 3, 4) ëåæèò â ïëîñêîñòè ïðîåêöèè;

á)  ïëîñêèé ïðÿìîëèíåéíûé ãðàô; âåðõíÿÿ ãðàíü êóáà (5, 6, 7, 8) ïðåîáðàçóåòñÿ âî âíåøíþþ (áåñêîíå÷íóþ)
îáëàñòü � âíå êâàäðàòà   (5*, 6*, 7*, 8*)
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Ãðàíü Ñïèñîê âåðøèí Ñïèñîê îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð

f1 (p5, p6, p7, p8) ([p5, p6], [p6, p7], [p7, p8], [p8, p5])

f2 (p2, p3, p7, p6) ([p2, p3], [p3, p7], [p7, p6], [p6, p2])

f3 (p3, p4, p8, p7) ([p3, p4], [p4, p8], [p8, p7], [p7, p3])

f4 (p1, p5, p8, p4) ([p1, p5], [p5, p8], [p8, p4], [p4, p1])

f5 (p1, p2, p6, p5) ([p1, p2], [p2, p6], [p6, p5], [p5, p1])

f6 (p1, p4, p3, p2) ([p1, p4], [p4, p3], [p3, p2], [p2, p1])

ìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè (è èñ-
ïîëüçîâàíèè åãî â àëãîðèòìàõ) ïîëåçíî ââåñ-
òè îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ ðåáåð è ãðà-
íåé. Ïîÿñíèì ýòî ñ ïîìîùüþ ðèñ. 5.

Êàæäàÿ ãðàíü êóáà (êàê îòäåëüíûé ìíî-
ãîóãîëüíèê) îðèåíòèðîâàíà òàê, ÷òî íîðìàëü
ê íåé íàïðàâëåíà âíå êóáà. Íà ðèñ. 5 à ïîêà-
çàíû íîðìàëè ê ãðàíÿì f1 è  f2. Åñëè ñìîòðåòü
íà ãðàíü ñî ñòîðîíû íîðìàëè, òî ðåáðà îðè-
åíòèðîâàíû â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàíåé èçîáðà-
æåííîãî íà ðèñ. 5 êóáà ñïèñêàìè âåðøèí è
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ïîêàçàíî â òàáë. 1.

Êàæäîå ðåáðî êóáà ïðåäñòàâëåíî â ãðà-
íÿõ äâàæäû. Ïðè÷åì åãî îðèåíòàöèÿ ðàç-
ëè÷íà â ñîñåäíèõ ãðàíÿõ (â ñïèñêàõ îðèåí-
òèðîâàííûõ ðåáåð). Íàïðèìåð, íåîðèåíòè-
ðîâàííîå ðåáðî êóáà {p6, p7} ïðåäñòàâëåíî
â ãðàíÿõ f1 è  f2 îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðà-
ìè [p6, p7] è [p7, p6], ñîîòâåòñòâåííî. Îá-
ùåå êîëè÷åñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ðå-
áåð ðàâíî óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð â
âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå.

3

7

1 2

4

34

21

6

78

5

à) á)

8

5 6

f1

f2

f2

f1

f6

f3

f4

f5

Ðèñ. 5. Ïðåäñòàâëåíèå à) êóáà è
á) ïëîñêîãî ãðàôà îðèåíòèðîâàííûìè ãðàíÿìè è îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè

Òàáë. 1

Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 5 á ïëîñêèé ãðàô
èçîáðàæåí ïðè âçãëÿäå íà ïëîñêîñòü ïðîåê-
öèè ñâåðõó, ïîýòîìó åãî ãðàíè îáõîäÿòñÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (çà èñêëþ÷åíèåì âíåø-
íåé ãðàíè f1).

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ
ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè êàæäàÿ åãî ãðàíü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê. Ðàáîòà ñ
òàêèìè ìíîãîãðàííèêàìè â àëãîðèòìàõ
îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíî. Ïðîèç-
âîëüíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè ïðî-
èçâåñòè òðèàíãóëÿöèþ åãî ãðàíåé (âûïóê-
ëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ). Â îïèñûâàåìûõ
äàëåå àëãîðèòìàõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà áó-
äåò ñòðîèòüñÿ â âèäå ñèìïëèöèàëüíîãî ìíî-
ãîãðàííèêà.

Ïîñëå òîãî êàê óñòàíîâëåíà ñëîæíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, åñòå-
ñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàêîâà íèæíÿÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå? Òàê
êàê ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê â äâóìåðíîì
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ïðîñòðàíñòâå òðèâèàëüíûì îáðàçîì âêëàäû-
âàåòñÿ â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî íèæ-
íÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ðàâíà ( log )O n n . Íèæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû
àëãîðèòìû, äîñòèãàþùèå íèæíåé îöåíêè.

4. ÀËÃÎÐÈÒÌ
«ÇÀÂÎÐÀ×ÈÂÀÍÈß

ÏÎÄÀÐÊÀ»

Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà [7]
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì
ïîñòðîåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè
ïóòåì ïåðåõîäîâ îò îäíîé ãðàíè
(óæå ñóùåñòâóþùåé) ê ñìåæíîé
ñ íåé íîâîé ãðàíè, ïðèìåðíî òàê,
êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè çàâîðà-
÷èâàíèè âûïóêëîãî îãðàíè÷åííî-
ãî ïëîñêèìè ãðàíÿìè îáúåêòà â

ëèñò áóìàãè (ñì. ðèñ. 6). Ïî ñóòè ýòî òà æå
èäåÿ, ÷òî è â àëãîðèòìå Äæàðâèñà, ðàññìîò-
ðåííîì ðàíåå [1], íî ïðèñïîñîáëåííàÿ ê
òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ.

Îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â âû-
ïóêëîé îáîëî÷êå ëþáîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ îá-
ùèì â òî÷íîñòè äëÿ äâóõ ãðàíåé, è äâå ãðà-
íè èìåþò îáùåå ðåáðî òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ðåáðî îïðåäåëÿåòñÿ îáùèì ïîä-

ìíîæåñòâîì èç äâóõ âåðøèí äëÿ ìíîæåñòâ
âåðøèí, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè ãðàíÿìè.

Íà êàæäîì øàãå ñòðîèòñÿ ñâÿçíàÿ ÷àñòü
âûïóêëîé îáîëî÷êè (èç îäíîé ãðàíè ìîæíî
ïðîéòè â äðóãóþ, åñëè ó íèõ åñòü îáùåå
ðåáðî). Âûáèðàåòñÿ ãðàíü f èç òåêóùåé ïî-
ñòðîåííîé ÷àñòè âûïóêëîé îáîëî÷êè, ó ýòîé
ãðàíè âûáèðàåòñÿ ðåáðî e òàêîå, ÷òî äðóãàÿ
ñìåæíàÿ ïî ýòîìó ðåáðó ãðàíü åùå íå íàé-
äåíà. Ñòðîèòñÿ ïëîñêîñòü ð, ñîäåðæàùàÿ â
ñåáå ãðàíü f. Ïîñòðîåííàÿ ïëîñêîñòü «íà-
êëîíÿåòñÿ» ÷åðåç ðåáðî e ê ìíîæåñòâó òî-
÷åê òàê, ÷òîáû âûáðàòü «ïîäõîäÿùóþ» òî÷-
êó p. Íà áàçå ðåáðà e è òî÷êè p ñòðîèòñÿ
íîâàÿ ãðàíü âûïóêëîé îáîëî÷êè, è åñëè ýòî
íå ïîñëåäíÿÿ ãðàíü, òî àëãîðèòì ïðîäîëæà-
åò ðàáîòó. Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîä-
õîäÿùóþ òî÷êó p ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
íàèìåíüøèì óãëîì ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ð

(ñì. ðèñ. 7).
Ôîðìàëèçóåì âûõîäíûå äàííûå àëãîðèò-

ìà. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ
ñèìïëèöèàëüíûì ìíîãîãðàííèêîì. Â äàí-
íîì àëãîðèòìå íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëü-
çîâàòü â ÿâíîì âèäå ðåáåðíûé ñïèñîê ñ äâîé-
íûìè ñâÿçÿìè. Ìîæíî îáîéòèñü çàäàíèåì
ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ìíîæåñòâà âåð-
øèí, ìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð è
ìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ
ãðàíåé. Êàê è â ðàçäåëå 3, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîé ãðàíè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ïåðå÷èñëåíû ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü íà ãðàíü èç-
âíå.

Ðèñ. 6. Íåñêîëüêî øàãîâ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìåòîäîì çàâîðà÷èâàíèÿ ïîäàðêà

Ðèñ. 7. Èëëþñòðàöèÿ âûáîðà ãðàíè,
îïðåäåëÿåìîé ðåáðîì e è òî÷êîé p = p4

è îáðàçóþùåé íàèìåíüøèé âûïóêëûé óãîë
ñ ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé ãðàíü f

...
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Äàëåå ïðè çàïèñè äåéñòâèé àëãîðèòìà
íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì [8] âåêòîðà a

r
 è âåêòîðà b

r

íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñ
r
, îáîçíà÷àåìûé êàê

][ b,añ
rrr =  è óäîâëåòâîðÿþùèé òðåì óñëî-

âèÿì:
1. Äëèíà âåêòîðà ϕsinbañ

rrr =  (åñòü
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ñì. ðèñ. 8);

2. Âåêòîð ñ
r
 îðòîãîíàëåí ê êàæäîìó èç

âåêòîðîâ a
r
 è b

r
;

3. Âåêòîð ñ
r
 íàïðàâëåí òàê, ÷òî òðîéêà

âåêòîðîâ a
r
, b

r
 è ñ

r
 ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé (ñì.

ðèñ. 8).
Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ == ][ b,añ

rrr

)( abbaabbaabba yxyx,xzxz,zyzy −−−=
Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ëåãêî ñâÿçàòü íîðìàëü îðèåíòèðîâàííîé
ãðàíè è åå îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà. Íàïðè-
ìåð, íà ðèñ. 9 íîðìàëü ãðàíè f1 òåòðàýäðà
ðàâíà [ , ]ab bd

uur uur
 è íàïðàâëåíà íà íàñ, à íîð-

ìàëü ãðàíè f2 ðàâíà [ , ]bc cd
uur uur

.
Îïðåäåëèì äëÿ ïëîñêîñòè π  âåðõíåå ïî-

ëóïðîñòðàíñòâî êàê {p∈ R3 ( ) }0, 0p p n− > ,

ãäå 0p π∈  è n � íîðìàëü π  è ( ),a b  îáîçíà-
÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a

r
 è

b
r
. Íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî îïðåäåëèì

êàê R3 \ âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Ðèñ. 10
èëëþñòðèðóåò ýòè îïðåäåëåíèÿ.

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ îïðåäåëå-
íèé ðàññìîòðèì íàáðîñîê àëãîðèòìà (ëèñ-
òèíã 1).

Ïîÿñíèì è ïðîàíàëèçèðóåì îñíîâíûå
øàãè àëãîðèòìà.

Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî ðåáðà (ñòðîêà 2),
ïðèíàäëåæàùåãî âûïóêëîé îáîëî÷êå ( )CH P

Ðèñ. 8. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ][ b,añ
rrr =

âåêòîðà a
r
 è âåêòîðà b

r
. Ñî ñòîðîíû âåêòîðà

ñ
r
 óãîë ϕ  ( πϕ ≤≤0 ) îòñ÷èòûâàåòñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè

b
r

ñ
r

a
r

ϕ

Ðèñ. 9. Îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà,
èíöèäåíòíûå ãðàíè f1, åñòü [a,b], [b,d] è [d,a],

à íîðìàëü f1 ðàâíà [ , ]ab bd
uur uur

;
ãðàíè f2 èíöèäåíòíû îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà
[b,c], [c,d] è [d,b], à íîðìàëü f2 ðàâíà [ , ]bc cd

uur uur

ìîæåò áûòü ñäåëàíî çà âðåìÿ ( )O n  ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

1. Íàéòè òî÷êó 0p P∈ , çàâåäîìî ÿâëÿþ-
ùóþñÿ âåðøèíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè, â êà-
÷åñòâå òàêîé òî÷êè ìîæíî âçÿòü íàèìåíü-
øóþ òî÷êó, åñëè íà òî÷êàõ îïðåäåëåí ñëå-
äóþùèé ïîðÿäîê: äëÿ òî÷åê 1 2,p p ∈ R3

1 2p p< , åñëè âåêòîð 1p  ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìåíüøå âåêòîðà 2p  (ñëîæíîñòü øàãà ( )O n ).

2. Ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü π , 0 ,p π∈
||YOZπ  (ñëîæíîñòü øàãà ( )O n ).
3. Ïëîñêîñòü π  íàêëîíÿåòñÿ ÷åðåç ïðÿ-

ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè OY è ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó 0p , äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
âñòðå÷åíà ïåðâàÿ òî÷êà 1p  (ñëîæíîñòü øàãà

( )O n ).
4. Ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê Q,

ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè π  ( 0 1,p p Q∈ )
çà âðåìÿ ( )O n .

5. Íàéòè ëþáîå ðåáðî âûïóêëîé îáîëî÷-
êè ìíîæåñòâà òî÷åê Q (àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî ñäåëàíî â àëãîðèòìå Äæàðâèñà) çà
âðåìÿ ( )O n . Ýòî ðåáðî áóäåò ðåáðîì ( )CH P .

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà èñïîëü-
çóåòñÿ ñòåê îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ïàðà âåðøèí a è b îïðåäåëÿ-
åò ðåáðî ( )CH P , òî â ñòåê íà ðàçíûõ øàãàõ
àëãîðèòìà áóäóò äîáàâëåíû îðèåíòèðîâàí-
íûå ðåáðà [ , ]a b  è [ , ]b a . Îðèåíòèðîâàííîñòü
ðåáåð ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
ãðàíü âûïóêëîé îáîëî÷êè è ñîðèåíòèðîâàòü
å¸ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Â 5-îé ñòðîêå àëãîðèòìà íîðìàëü ïëîñ-
êîñòè π  îïðåäåëÿåòñÿ êàê [ , ]iab ap

uur uuur
 (ðåáðî

( , )a b  îðèåíòèðîâàíî â ïîðÿäêå îáõîäà âåð-
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Ëèñòèíã 1. Algorithm GIFT-WRAPPING(P) → CH(P)

Âõîä. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ( ){ }, , [1.. ]i i i iP p p x y i n= = = .

Âûõîä. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê CH(P), çàäàííàÿ íàáîðîì òðåóãîëüíûõ
ãðàíåé.

1 èíèöèàëèçèðîâàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ïóñòîé
2 íàéòè íåêîòîðîå èñõîäíîå ðåáðî (ñ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèåé) ðåçóëüòèðóþùåé

âûïóêëîé îáîëî÷êè è äîáàâèòü åãî â ñòåê îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð S
3 while Size(S) > 0 do
4 e ← Pop(S)
5 íàéòè òàêóþ ïëîñêîñòü π , ñîäåðæàùóþ ( )CH e p∪ , ÷òî p P∈  è âñå

òî÷êè ip P∈  ïðèíàäëåæàò íèæíåìó ïîëóïðîñòðàíñòâó ïëîñêîñòè π ;
ïðè ýòîì åñëè [ , ]e a b= , òî íîðìàëü π  îïðåäåëÿåòñÿ êàê [ , ]iab ap

uuur uuur

6 íàéòè ìíîæåñòâî { }T p P p π= ∈ ∈
7 ïîñòðîèòü äâóìåðíóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó ( )CH T
8 ñîçäàòü íîâûå òðåóãîëüíûå ãðàíè, îïðåäåëÿåìûå ( )CH T , è äîáàâèòü èõ â

( )CH P
9 îáîéòè íîâûå êðàéíèå ðåáðà ( )CH P  (ðåáðà ( )CH T ), è äîáàâèòü

èõ â ñòåê S, åñëè îíè åùå íå áûëè äîáàâëåíû ðàíåå
10 end-do

11 âåðíóòü ïîñòðîåííóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó ( )CH P

Ðèñ. 10. Òî÷êà p ëåæèò â âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòè π  (çäåñü

0)( 0 >− n,pp ), à òî÷êà p* � â íèæíåì

ïîëóïðîñòðàíñòâå (çäåñü 0)( 0 <−∗ n,pp );

äëÿ âñåõ òî÷åê q ïëîñêîñòè π
ñïðàâåäëèâî 0)( 0 =− n,pp

algorithm UPPERHULL (Q) → âåðõíÿÿ îáîëî÷êà

øèí ñîäåðæàùåéñÿ â ïëîñêîñòè π  ãðàíè ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü èçâíå íà
âûïóêëóþ îáîëî÷êó). Òàêèì îáðàçîì, øàãè
5 è 6 ìîãóò áûòü ñäåëàíû çà âðåìÿ ( )O n .

Íà øàãå 7 ñòðîèòñÿ äâóìåðíàÿ âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà íàéäåííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê
T (â ïëîñêîñòè π  ìîãóò ëåæàòü áîëåå òðåõ
òî÷åê). Ýòîò øàã ìîæíî ñäåëàòü çà âðåìÿ

( )extremeO T T⋅ , ãäå extremeT  � ìíîæåñòâî êðàé-
íèõ òî÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà
T. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé îöåíêè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Äæàðâèñà, ëèáî
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ñî
ñëîæíîñòüþ ( )( )log extremeO T T . Ïðè àíàëè-
çå îáùåé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà âàæíî, ÷òî-
áû íà ýòîì øàãå èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì,
ñëîæíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì
âåðøèí ïîñòðîåííîé îáîëî÷êè extremeT .

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ äâóìåðíîé âûïóêëîé
îáîëî÷êè ( )CH T  îïðåäåëåí îáõîä å¸ âåð-
øèí (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîò-
ðåòü èçâíå). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäå-
ëèòü è ñîðèåíòèðîâàòü êîìïëàíàðíûå òðå-
óãîëüíûå ãðàíè (ñòðîêà 8), ïðèíàäëåæàùèå
π  (ñì. ðèñ. 11), çà ëèíåéíîå ïî êîëè÷å-
ñòâó ýòèõ ãðàíåé âðåìÿ (òàêèõ ãðàíåé áó-

p
n

p0

p*

“

π

äåò ( ) 2CH T − ). Òàêæå çà ëèíåéíîå âðåìÿ
ìîæíî âûäåëèòü è äîáàâèòü â ñòåê îðèåí-
òèðîâàííûõ ðåáåð êðàéíèå ðåáðà ( )CH T
äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ îáîëî÷êè (èñ-
êëþ÷àÿ ðåáðî ( , )a b  èõ áóäåò ( ) 1CH T − ).

Óçíàòü (ñòðîêà 9), áûëî ëè îðèåíòèðî-
âàííîå ðåáðî ðàíåå äîáàâëåíî â ñòåê, ìîæ-
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íî çà âðåìÿ (log( ))O n , èñïîëüçóÿ ñáàëàíñè-
ðîâàííîå äåðåâî ïîèñêà [9] è ââåäÿ ïðîèç-
âîëüíûé ïîðÿäîê íà ðåáðàõ. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî òîëüêî äîáàâëÿòü
ðåáðà â ñòðóêòóðó äàííûõ è èñêàòü â íåé,
òî â êà÷åñòâå òàêîé ñòðóêòóðû ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü õåø-òàáëèöó [9].

Îáùåå êîëè÷åñòâî âûïîëíåíèé öèêëà
while (ñòðîêè 3�10) ðàâíî êîëè÷åñòâó ãðà-
íåé F, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì ïëîñêîñòÿì
ìíîãîãðàííèêà.

Îöåíèì îáùóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.
Îáîçíà÷èì çà iT  ìíîæåñòâî T, à çà i

extremeT
ìíîæåñòâî extremeT  íà i-îì øàãå ðàáîòû àëãî-
ðèòìà (äðóãèìè ñëîâàìè ïðè íàõîæäåíèè
i-îé ïëîñêîñòè). Ïîèñê ìíîæåñòâà iT  ìîæíî
âûïîëíèòü çà ( )O n  îïåðàöèé (ñòðîêè 5�6).
Ïîñòðîåíèå äâóìåðíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè

äåëàåòñÿ çà ( )i i
extremeO T T⋅  îïåðàöèé (ñòðîêà

7). Ñîçäàíèå íîâûõ ( )i
extremeO T  ãðàíåé òðåáó-

åò ëèíåéíîãî âðåìåíè (ñòðîêà 8), ïîèñê è

äîáàâëåíèå ( )extremeO T  îðèåíòèðîâàííûõ ðå-

áåð â ñòåê òðåáóåò ( )log( )extremeO T F⋅ .

Ïóñòü L � êîëè÷åñòâî ðåáåð â ( )CH P ,
òîãäà

( )
1

2
F

i
extreme

i

T L O F
=

= ⋅ ∈∑  è

 
1 1

( )
F F

i i
extreme

i i

T n T O n
= =

≤ + ∈∑ ∑ .

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû:

 ( )(
1

( )
F

i i
extreme

i

O n O T T
=

+ ⋅ +∑
( ) ( ))log( )i i

extreme extremeO T O T F+ + ⋅ ≤

( ) ( )
1

( )
F

i i
extreme

i

O nF O T T O F
=

≤ + ⋅ + +∑
( ) ( )log( ) ( ) ( )O F F O nF O nF O nF+ ≤ + ≤

Èòàê, â ñðåäíåì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ñîñòàâëÿåò ( )O nF , à â õóäøåì ñëó÷àå,
êîãäà âñå òî÷êè ìíîæåñòâà îêàçûâàþòñÿ íà
îáîëî÷êå, � 2( )O n .

5. ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÐÀÇÄÅËÅÍÈß
È ÑËÈßÍÈß

Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ
çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òà-

êàÿ æå, êàê è â äâóìåðíîì
ñëó÷àå: ( log )n nΩ . Àëãî-
ðèòì ñáàëàíñèðîâàííîãî
ðàçäåëåíèÿ è ñëèÿíèÿ, îñ-
íîâàííûé íà ìåòîäå «ðàç-

äåëÿé è âëàñòâóé» (ëàò. «Divide et impera»,
àíãë. «divide-and-conquer»), áûë ïðåäëîæåí
â [10] è äîñòèãàåò íèæíåé îöåíêè. Ïîçæå â
àëãîðèòì áûëè âíåñåíû âàæíûå êîððåêòè-
ðîâêè [6], à â [11] îïèñàíà ðåàëèçàöèÿ àë-
ãîðèòìà. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àë-
ãîðèòìà ñáàëàíñèðîâàííîãî ðàçäåëåíèÿ è
ñëèÿíèÿ «ñ ìîñòèêàìè» äëÿ ïëîñêîãî ñëó-
÷àÿ [2].

Ïðèíöèï àëãîðèòìà òàêîé æå, êàê è â
äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: îòñîðòèðîâàòü
ìíîæåñòâî òî÷åê ïî x êîîðäèíàòå, ðàçáèòü
åãî íà äâà ëèíåéíî ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâà,
ðåêóðñèâíî ïîñòðîèòü âûïóêëûå îáîëî÷êè
â êàæäîì èç ìíîæåñòâ è çàòåì ñëèòü èõ â
îäíó îáîëî÷êó. Ñëèÿíèå ìîæåò áûòü ñäåëà-
íî çà ( )O n  îïåðàöèé, è, òàêèì îáðàçîì, îá-
ùàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò ( log )O n n .

Â ëèñòèíãå 2 ïðèâîäèòñÿ óêðóïíåííûé
ïñåâäîêîä àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà

Ðèñ. 11. Â ïëîñêîñòè π  ëåæàò òî÷êè
{ }1 2 3 4 5, , , , , ,T a b t t t t t= . Èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

åñòü { }1 5 3( ) , , , ,CH T a b t t t= .
Ñîçäàíû òðåóãîëüíûå ãðàíè 1 1 5( , , )F b t t= ,

2 5 3( , , )F b t t= , 3 3( , , )F b t a= , 1 2 3, ,F F F π∈ .
Â ñòåê äîáàâëåíû îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà

1 1( , )e b t= , 2 1 5( , )e t t= , 2 5 3( , )e t t= , 4 3( , )e t a=
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Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè:
âûïóêëûå îáîëî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

âõîä ïîäàåòñÿ îòñîðòèðîâàííîå ïî êîîðäè-
íàòå x ìíîæåñòâî òî÷åê.

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñîðòèðîâêà ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà S ïî êîîðäèíàòå x òðåáóåò

( log )O n n  îïåðàöèé. Áëàãîäàðÿ ñîðòèðîâ-
êå è ðàçäåëåíèþ íà øàãàõ 5�6 àëãîðèòìà,
ìíîæåñòâà 1( )CH P  è ÑH(P2) ïðåäñòàâëÿ-
þò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðåõìåðíûõ âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêà. Îñíîâíàÿ ñëîæ-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè ôóíêöèè

( , )Merge A B  çà âðåìÿ ( )O A B+ . Íà ýòîì
øàãå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü öèëèíäðè÷åñ-
êóþ òðèàíãóëÿöèþ (cì. ðèñ. 12), îïèðàþ-
ùóþñÿ íà âûïóêëûå îáîëî÷êè A è B ïî íå-
êîòîðûì êîíòóðàì, è óäàëèòü èç A è B ÷àñ-
òè, îêàçàâøèåñÿ ñêðûòûìè. Ê âûïóêëîé
îáîëî÷êå CH( A B∪ ) äîáàâèòñÿ íåêîòîðûé
«îáîä» èç ãðàíåé ñ òîïîëîãèåé öèëèíäðà
áåç îñíîâàíèé. Êîëè÷åñòâî ãðàíåé ëèíåéíî
çàâèñèò îò ðàçìåðà äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ:
êàæäàÿ ãðàíü èñïîëüçóåò êàê ìèíèìóì îäíî
ðåáðî èç À èëè èç Â. Òàêèì îáðàçîì, êîëè-
÷åñòâî ãðàíåé íå ïðåâîñõîäèò îáùåãî êî-
ëè÷åñòâà ðåáåð.

Ðàññìîòðèì øàã ñëèÿíèÿ äâóõ îáîëî÷åê
áîëåå ïîäðîáíî: ñíà÷àëà áóäåò îïèñàíà
ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ äâóõ âûïóêëûõ îáîëî-
÷åê èç [6], à çàòåì áóäóò ïðåäëîæåíû óëó÷-
øåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëèÿíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê.
Â [6] äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû âû-

ïóêëîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ ðåáåðíûé
ñïèñîê ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè (ÐÑÄÑ). Óêðóï-
íåíî øàã ñëèÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîñòðîèòü öèëèíäðè÷åñêóþ òðèàíãó-
ëÿöèþ Ã, îïèðàþùóþñÿ íà À è Â.

Ëèñòèíã 2. Algorithm DIVIDE-AND-CONQUER(P) →→→→→ CH(P)

1 if ( 0P k≤ ) then
2 ïîñòðîèòü ( )CH P  ëþáûì ìåòîäîì
3 âåðíóòü ïîñòðîåííóþ ( )CH P
4 end-if
5 1 1 / 2{ ,..., };nP p p  

←
6   }{ 122 nn p...,,pP +←
7 1 2( ); ( );A CH P B CH P← ←
8 ( , );H Merge A B←
9 âåðíóòü H â êà÷åñòâå ïîñòðîåííîé ( )CH P

2. Óäàëèòü èç À è Â ÷àñòè, îêàçàâøèåñÿ
ñêðûòûìè â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ òðèàí-
ãóëÿöèè Ã.

Îñíîâûâàÿñü íà èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæå-
íèÿõ, ïîñòðîåíèå òðèàíãóëÿöèè Ã ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàöèþ çàâîðà÷èâàíèÿ
îäíîâðåìåííî äâóõ «ïîäàðêîâ» â îäèí ñâåð-
òîê. Õîòÿ Ã ìîæåò èìåòü ( )O n  ãðàíåé, à êàæ-
äûé øàã çàâîðà÷èâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå òðå-
áóåò ( )O n  îïåðàöèé. Èñïîëüçîâàíèå îñîáåí-
íîñòåé òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïîçâî-
ëÿåò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Ïîñòðîåíèå òðèàíãóëÿöèè íà÷èíàåòñÿ ñ
íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî åå ðåáðà. Íàèáîëåå
óäîáíûé ñïîñîá ñîñòîèò â ïðîåêòèðîâàíèè
âûïóêëûõ îáîëî÷åê À è Â íà ïëîñêîñòü XOY

è çàòåì íàõîæäåíèè íèæíåãî ìîñòèêà e (òà-
êèì îáðàçîì ìîæíî ïîääåðæèâàòü íèæíþþ
âûïóêëóþ îáîëî÷êó ïðîåêöèè òî÷åê íà XOY)
(ñì. ðèñ. 13). Èìåÿ ðåáðî e, ìîæíî íà÷àòü
ïîñòðîåíèå Ã, âûáðàâ â êà÷åñòâå îïîðíîé
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðåáðî e ïà-
ðàëëåëüíî îñè OZ.

Íà î÷åðåäíîì øàãå ïîñòðîåíèÿ Ã â êà-
÷åñòâå áàçû èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíÿÿ èç óæå

Ðèñ. 12. Ñëèÿíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ
âûïóêëûõ îáîëî÷åê:

à) âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè äî ñîåäèíåíèÿ;
á) ðåçóëüòèðóþùàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà.

Æèðíûå ðåáðà ïîêàçûâàþò ãðàíèöó
íîâûõ ãðàíåé

a) b)
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ïîñòðîåííûõ ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè Ã. Ïóñòü
ãðàíü ( )2 2 1, ,a b a  ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé íà òåêó-
ùåì øàãå. Äàëåå ñðåäè âåðøèí, ñìåæíûõ ñ

2a  íåîáõîäèìî âûáðàòü âåðøèíó $a òàê, ÷òî-

áû ãðàíü $( )2 2, ,a b a  îáðàçîâàëà íàèáîëüøèé

âûïóêëûé óãîë ñ ( )2 2 1, ,a b a  ñðåäè âñåõ ãðà-

íåé ( )2 2, ,a b v  äëÿ âåðøèí v, ñìåæíûõ ñ 2a
è v ≠ a1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñðåäè âñåõ âåð-

øèí, ñìåæíûõ ñ 2b  âûáåðåì âåðøèíó b$ .

Òåïåðü, êîãäà âûÿâëåíû äâà ïðåòåíäåíòà
$( )2 2, ,a b a  è ( )2 2, ,a b b$ , äåëàåòñÿ çàêëþ÷èòåëü-

íîå ñðàâíåíèå: åñëè $( )2 2, ,a b a  îáðàçóåò ñ

( )2 2 1, ,a b a  áîëüøèé âûïóêëûé óãîë, ÷åì

( )2 2, ,a b b$  , òî $a äîáàâëÿåòñÿ ê Ã (â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå äîáàâëÿåòñÿ b$  ), è íà ýòîì øàã
ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîé òðåóãîëüíîé ãðàíè
çàêàí÷èâàåòñÿ. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî â
ÐÑÄÑ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîõîäèòü ðåá-
ðà, èíöèäåíòíûå íåêîòîðîé âåðøèíå â ïî-
ðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðî-
òèâ íåå, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü èíôîðìàöèþ
î ïðîéäåííûõ âåðøèíàõ äëÿ âûïóêëûõ îáî-
ëî÷åê ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 14).

Ïóñòü ãðàíü ( ), ,sb b a  îáðàçóåò íàèáîëü-

øèé âûïóêëûé óãîë ñ ( )1, ,b b a  èç âñåõ

( ), ,ib b a  ñ i = 2, ..., k. Ëþáîå ðåáðî ( ),ib b
ïðè 1 < i < s îêàçûâàåòñÿ âíóòðè âûïóêëîé
îáîëî÷êè 1 2( )CH P P∪ , è ïîýòîìó åãî ìîæ-
íî èñêëþ÷èòü èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðå-
íèÿ. Ïðîñìîòð ðåáåð, èíöèäåíòíûõ à, ñëå-

äóåò íà÷èíàòü ñ ïîñëåäíåãî èç ïðîñìîòðåí-
íûõ ðåáåð, òàê êàê âñå äðóãèå óäàëåíû. Òà-
êèì îáðàçîì, íà çàâîðà÷èâàíèå òðåáóåòñÿ

( )1 2( )O ðåáåðâCH P P∪  îïåðàöèé.
Óäàëåíèå èç À è Â ÷àñòåé, îêàçàâøèõñÿ

ñêðûòûìè, ìîæíî ñäåëàòü çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ îò ðàçìåðà óäàëÿåìûõ ÷àñòåé (ïðîöåññ
óäàëåíèÿ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê îá-
õîä ñòðóêòóðû, íà÷èíàÿ ñ çàâåäîìî óäàëÿå-
ìîé ãðàíè, è íå ïåðåõîäÿùèé ÷åðåç ðåáðà,
ïîìå÷åííûå êàê ïðèíàäëåæàùèå «îáîäàì»
öèëèíäðè÷åñêîé òðèàíãóëÿöèè).

Òàêèì îáðàçîì, ñëèÿíèå 1( )CH P  è

2( )CH P  ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà âðåìÿ

( )1 2( )O CH P P∪ .

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìà, ïîñòðîåíèå öèëèíäðè÷åñêîé òðèàí-
ãóëÿöèè ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè õðàíèòü
íåïîëíóþ èíôîðìàöèþ èç ÐÑÄÑ: ìîæíî
èñêëþ÷èòü èíôîðìàöèþ î ðåáðàõ âûïóêëîé
îáîëî÷êè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé
òðèàíãóëÿöèè äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè î
ñòðóêòóðå ìíîãîãðàííèêîâ, ñîñòîÿùåé èç
ññûëîê ìåæäó ãðàíÿìè (êàæäàÿ ãðàíü èìååò
òðè ññûëêè íà ãðàíè ñìåæíûå ïî ðåáðàì,
ïåðå÷èñëåííûå â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òîãî, ÷òîáû îá-
õîäèòü ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå â ïî-
ðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äîñ-
òàòî÷íî îáîéòè ãðàíè ñëèâàåìûõ âûïóêëûõ
îáîëî÷åê, èìåþùèå îáùèå ðåáðà ñ îáîäîì
öèëèíäðè÷åñêîé òðèàíãóëÿöèè, è êîòîðûå
áóäóò ñêðûòû ïîñëå ñëèÿíèÿ (òî åñòü âíóò-

Ðèñ. 13. Íà÷àëüíûé è ïîñëåäóþùèå øàãè
ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ

Ðèñ. 14. Øàã, îáåñïå÷èâàþùèé ïðîäâèæåíèå
ïðè ïîñòðîåíèè òðèàíãóëÿöèè Ã (s = 4).

a

bb 1

a
s

b
s
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ðåííèå ãðàíè). Îáõîä ãðàíåé ïðîèçâîäèòñÿ
ïî îáîäó öèëèíäðè÷åñêîé òðèàíãóëÿöèè (ñì.
ðèñ. 15).

Ïðîéäåííûõ ãðàíåé áóäåò íå áîëåå ÷åì
îáùåå êîëè÷åñòâî ãðàíåé â ñëèâàåìûõ îáî-
ëî÷êàõ, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñëîæíîñòü
ñëèÿíèÿ åñòü ( )O n .

Çàìåòèì, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ Ã íå ìîæåò
áûòü îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàíà â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíè öèëèíäðè÷åñêîé òðè-
àíãóëÿöèè êîìïëàíàðíû ñ ãðàíÿìè ñëèâàå-
ìûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê (íàïðèìåð, ïðè ðàñ-
ïðåäåëåíèè òî÷åê íà êóáå ýòîò ñëó÷àé âñòðå-
÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî). Ýòî ìîæåò ñîçäàòü
ïðîáëåìû ñ ïîñòðîåíèåì Ã [11] (öèëèíäðè-
÷åñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ íå âñåãäà ñòðîèòñÿ îä-
íîñâÿçíîé). Íà ðèñ. 16 ïðîèëëþñòðèðîâàíà
ýòà ñèòóàöèÿ.

Ðåàëèçàöèÿ [11] èñïîëüçóåò âíåøíèé
îáîä, îäíàêî óäîáíåå ñòðîèòü öèëèíäðè÷åñ-
êóþ òðèàíãóëÿöèþ äëÿ âíóòðåííåãî îáîäà
è, òàêèì îáðàçîì, óïðîñòèòü îáðàáîòêó ÷à-
ñòíûõ ñëó÷àåâ. Äëÿ âûÿâëåíèÿ êàíäèäàòà íà
âêëþ÷åíèå â òðèàíãóëÿöèþ íà ñëåäóþùåì
øàãå, â ñëó÷àå êîìïëàíàðíîñòè ãðàíåé-êàí-
äèäàòîâ, íóæíî áðàòü òó ãðàíü, êîòîðàÿ ïîë-
íîñòüþ ïðèíàäëåæèò äðóãîé ãðàíè, åñëè æå
íè îäíà íå âõîäèò â äðóãóþ, òî ìîæíî áðàòü
ïðîèçâîëüíóþ.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðè-
àíãóëÿöèè ìîæíî îáíîâèòü ñòðóêòóðó ÐÑÄÑ

çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì
ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ öèëèíäðè÷åñêîé òðè-
àíãóëÿöèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ óäàëå-
íèå ñêðûòûõ ÷àñòåé ñëèâàåìûõ îáîëî÷åê.

Ðàçìåð íåîáõîäèìîé àëãîðèòìó ïàìÿòè
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè õðàíåíèè ñëèâà-
åìûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê è öèëèíäðè÷åñ-
êîé òðèàíãóëÿöèè òðåáóåòñÿ õðàíèòü ïðè-
ìåðíî 4n ãðàíåé â õóäøåì ñëó÷àå, ÷òî ïðå-
âîñõîäèò â äâà ðàçà çàòðàòû íà õðàíåíèå
ïðîñòî ãðàíåé âûïóêëîé îáîëî÷êè.

6. ÁÛÑÒÐÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ýòîò ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåò ïî îäíîé
òî÷êå, íàçîâåì åå p P∈ , è åñëè p � âíå-
øíÿÿ òî÷êà ïî îòíîøåíèþ ê òåêóùåé âû-
ïóêëîé îáîëî÷êå ( )CH P , òî èç òî÷êè p ñòðî-
èòñÿ îïîðíûé êîíóñ ê òåêóùåé ( )CH P  è

Ðèñ. 15. Ïîñòðîåíèå öèëèíäðè÷åñêîé
òðèàíãóëÿöèè ïðè îáõîäå ãðàíåé, ñìåæíûõ
ñ îáîäîì öèëèíäðè÷åñêîé òðèàíãóëÿöèè

Ðèñ. 16. Íåîäíîçíà÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ
öèëèíäðè÷åñêîé òðèàíãóëÿöèè Ã.

Ãðàíè, ïîìå÷åííûå îäíèì öâåòîì, ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè. Òðèàíãóëÿöèÿ Ã ìîæåò

îïèðàòüñÿ êàê íà âíåøíèé èëè âíóòðåííèé îáîä,
òàê è íà ëþáîé èç «ïðîìåæóòî÷íûõ» îáîäîâ.

Âíåøíèé îáîä

Âíóòðåííèé îáîä

Ïðîìåæóòî÷íûé îáîä
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óäàëÿåòñÿ ÷àñòü îáîëî÷êè ( )CH P , çàòåíÿå-
ìàÿ ýòèì êîíóñîì.

Îáîçíà÷èì çà rP  ìíîæåñòâî 1{ ,..., }rp p ,
ãäå 1r ≥ . Ðàññìîòðèì øàã àëãîðèòìà äîáàâ-
ëåíèÿ òî÷êè rp  ê óæå ïîñòðîåííîé âûïóê-
ëîé îáîëî÷êå r 1P− . Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîò-

Ðèñ. 17. Äîáàâëåíèå òî÷êè rp .
Ãîðèçîíò ìíîãîãðàííèêà

Ëèñòèíã 3. Algorithm QUICKHULL(P) →→→→→ CH(P)

Âõîä. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê
Âûõîä. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê CH(P), çàäàííàÿ íàáîðîì òðåóãîëüíûõ

ãðàíåé.
1 íàéòè ÷åòûðå òî÷êè 1 2 3 4, , ,p p p p  èç ìíîæåñòâà P, îáðàçóþùèå

òåòðàýäð ñ íåíóëåâûì îáúåìîì
2 { }( )1 2 3 4, , ,C CH p p p p←
3 for êàæäîé ãðàíè F èç { }( )1 2 3 4, , ,CH p p p p
4 for êàæäîé íå îòíåñåííîé òî÷êè p
5 if p íàõîäèòñÿ íàä F then
6 îòíåñòè p êî âíåøíåìó ìíîæåñòâó F
7 for êàæäîé ãðàíè F èç C ñ íåïóñòûì âíåøíèì ìíîæåñòâîì
8 âûáðàòü ñàìóþ äàëüíþþ òî÷êó p èç âíåøíåãî ìíîæåñòâà F
9 èíèöèàëèçèðîâàòü âèäèìîå ìíîæåñòâî V â F
10 for êàæäîé íåïîìå÷åííîé ãðàíè N, ÿâëÿþùèéñÿ ñîñåäîì ãðàíè èç F
11 if p íàõîäèòñÿ íàä N then
12 äîáàâèòü N â V
13 ïðåîáðàçîâàòü ãðàíèöó V â ãîðèçîíò H
14 for êàæäîãî ðåáðà R èç H
15 ñîçäàòü íîâóþ ãðàíü èç R è p
16 ïðîñòàâèòü ññûëêè íîâîé ãðàíè íà å¸ ñîñåäåé
17 for êàæäîé íîâîé ãðàíè F ′
18 for êàæäîé íå îòíåñåííîé òî÷êè q èç âíåøíåãî ìíîæåñòâà ãðàíè èç V
19 if q íàõîäèòñÿ íàä F ′ then
20 îòíåñòè q êî âíåøíåìó ìíîæåñòâó F ′
21 óäàëèòü ãðàíè èç V
22 âåðíóòü C

ðèì ïåðåõîä îò r 1(P )CH −  ê r(P )CH . Âîç-
ìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

� òî÷êà rp  ëåæèò âíóòðè r 1(P )CH − , ëèáî
íà å¸ ãðàíèöå, òîãäà r r 1(P ) (P )CH CH −= .

� òî÷êà rp  ëåæèò âíå r 1(P )CH − . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå rp  íàõîäèòñÿ òî÷å÷-
íûé èñòî÷íèê ñâåòà (ñì. ðèñ. 17). Íåêîòî-
ðûå ãðàíèè r 1(P )CH −  áóäóò «îñâåùåíû», à
îñòàëüíûå ãðàíè áóäóò «â òåíè». Îñâåùåí-
íûå èëè âèäèìûå ãðàíè ôîðìèðóþò ñâÿçàí-
íóþ îáëàñòü íà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè r 1(P )CH − , íàçûâàåìóþ âèäèìûì ðå-

ãèîíîì òî÷êè rp  íà r 1(P )CH − . Âèäèìûé ðå-
ãèîí îãðàíè÷åí çàìêíóòîé êðèâîé, ñîñòîÿ-
ùåé èç ðåáåð r 1(P )CH − , â äàëüíåéøåì íàçû-
âàåìîé ãîðèçîíòîì òî÷êè rp  íà r 1(P )CH − .
Ïðîåêöèÿ ãîðèçîíòà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé âû-
ïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ïîëó÷åííîãî ïðî-
åöèðîâàíèåì r 1(P )CH −  íà ïëîñêîñòü ñ öåí-
òðîì ïðîåêöèè â òî÷êå rp .
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Ïðèëîæåíèå

ÐÅÁÅÐÍÛÉ ÑÏÈÑÎÊ Ñ ÄÂÎÉÍÛÌÈ ÑÂßÇßÌÈ

Èìåÿ â âèäó ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè äåéñòâèé, òèïîâûõ äëÿ ìíîãèõ àëãîðèòìîâ, óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü ïëîñêèé ïðÿìîëèíåéíûé ãðàô ñ ïîìîùüþ ðåáåðíîãî ñïèñêà ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè
(ÐÑÄÑ) [6].

Ïóñòü çàäàí ïëîñêèé ãðàô )( E,VG = , ãäå }{ 1 Nv,...,vV =  � âåðøèíû è }{ 1 Me,...,eE =  � ðåáðà.

Ãëàâíûé ýëåìåíò ÐÑÄÑ äëÿ ïëîñêîãî ãðàôà G � ýòî ðåáåðíûé óçåë. Ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è ðåáåð-
íûìè óçëàìè ÐÑÄÑ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå  ñîîòâåòñòâèå, òî åñòü êàæäîå ðåáðî ïðåäñòàâ-
ëåíî â ÐÑÄÑ ðîâíî îäèí ðàç. Ðåáåðíûé óçåë ÐÑÄÑ (ñì. ðèñ. 18), ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó ãðàôà,
íàïðèìåð, ,v,vek }{ 21=   èìååò ÷åòûðå  èíôîðìàöèîííûõ ïîëÿ )F,F,V,V( 2121 è äâà ïîëÿ óêàçàòåëåé

)21( P,P . Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîëåé òàêîâû. Ïîëå 1V  ñîäåðæèò íà÷àëî ðåáðà, à ïîëå 2V  ñîäåðæèò åãî
êîíåö (òàê èçíà÷àëüíî íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïîëó÷àåò óñëîâíóþ îðèåíòàöèþ, êîòîðàÿ íå íåñåò
ïîêà íèêàêîé ñìûñëîâîé íàãðóçêè). Ïîëÿ F1 è F2 ñîäåðæàò èìåíà ãðàíåé, ëåæàùèõ ñëåâà è ñïðàâà
îò îðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà (v1, v2). Óêàçàòåëü 1P  (ñîîòâåòñòâåííî 2P ) çàäàåò ðåáåðíûé óçåë, ñî-
äåðæàùèé ïåðâîå ðåáðî, âñòðå÷àåìîå âñëåä çà ðåáðîì (v1, v2), ïðè ïîâîðîòå îò íåãî ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè âîêðóã 1v  (ñîîòâåòñòâåííî 2v ).

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñ. 19, ðåáåðíûé ñïèñîê è ìàññèâû âõî-
äîâ â íåãî ïî âåðøèíàì è ãðàíÿì ïðèâåäå-
íû íà ðèñ. 20.

Ãîðèçîíò òî÷êè rp  èãðàåò âàæíóþ ðîëü
â ïðåîáðàçîâàíèè r 1(P )CH −  â r(P )CH : îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíèöó ìåæäó ÷àñòüþ
ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ñîõðà-
íåíà (íåâèäèìûå ãðàíè), è ÷àñòüþ ïîâåðõ-
íîñòè, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü óäàëåíà (âèäè-
ìûå ãðàíè).

Âèäèìûå ãðàíè äîëæíû áûòü çàìåùåíû
ãðàíÿìè, îáðàçîâàííûìè òî÷êîé rp  è å¸
ãîðèçîíòîì.

Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé àëãîðèòìà ÿâëÿåò-
ñÿ ýôôåêòèâíîå îïðåäåëåíèå îïîðíîãî êî-
íóñà äëÿ äîáàâëÿåìîé òî÷êè p. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðàíü èìååò ññûëêè íà
åå ñîñåäåé, íàõîæäåíèå ïåðâîé âèäèìîé
ãðàíè èç òî÷êè rp  ïîçâîëÿåò áûñòðî íàéòè
îñòàâøèåñÿ âèäèìûå ãðàíè (çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ îò êîëè÷åñòâà ýòèõ ãðàíåé).

Â áûñòðîì àëãîðèòìå äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïåðâîé âèäèìîé ãðàíè èñïîëüçóþòñÿ âíå-

øíèå ìíîæåñòâà òî÷åê äëÿ êàæäîé ãðàíè.
Òî÷êà íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìíîæåñòâå
ãðàíè, åñëè îíà íàõîäèòñÿ íàä ãðàíüþ, êàæ-
äàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ òîëüêî â îäíîì âíåø-
íåì ìíîæåñòâå. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñ-
òüþ àëãîðèòìà (ñì. ëèñòèíã 3) ÿâëÿåòñÿ äî-
áàâëåíèå ñàìîé äàëüíåé òî÷êè èç âíåøíåãî
ìíîæåñòâà ãðàíè.

Â [12] ïðèâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêèé àíà-
ëèç àëãîðèòìà. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ áà-
ëàíñèðîâêè, ïðè êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ
õîðîøåå ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â ñëó÷àÿõ,
êîãäà âñå òî÷êè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà âõî-
äÿò â âûïóêëóþ îáîëî÷êó. Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé áàëàíñèðîâêè àëãîðèòì QUICKHULL

â ñðåäíåì ðàáîòàåò çà âðåìÿ ( log )O n n .

v6

f2

v5

v4

v3

v2

v1

f1

p2

p1

ek

à)

Ðèñ. 18. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîñêîãî ãðàôà ñ ïîìîùüþ ÐÑÄÑ

e1

e6 e7

e4

e5

e2e3
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v5
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Ðèñ. 19. Ïëîñêèé ãðàô,
ðåáðàì êîòîðîãî ïðèäàíà
ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòàöèÿ

ðåáðî V1 V2 F1 F2 P1 P2

ek v1 v2 f1 f2 p1 p2

á)
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Ðèñ. 20.
(à) ÐÑÄÑ,
(á) âõîäû ïî âåðøèíàì head_V [1..n] è
(â) âõîäû ïî ãðàíÿì head_F[1..l]  äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 19.

à) á) â)
ðåáðà
V1
V2
F1
F2
P1
P2

e1

1
2
1
4
5
2

e2

2
4
1
4
1
7

e3

1
3
4
2
1
4

e4

3
4
3
2
6
5

e5

1
4
2
1
3
2

e6

V

head_V

v1

1

v2

2

v3

4

v4

7

v5

6

F

head_F

f1

1

f2

2

f3

4

f4

7
Ëèñòèíã 4
Proc Èíöèäåíòíûå_ðåáðà (v: Âåðøèíà; var A: Âåêòîð_ðåáåð);
{A[1..*] � ñïèñîê ðåáåð, èíöèäåíòíûõ v, â ïîðÿäêå ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè}
{a � òåêóùåå ðåáðî, Ñïèñîê � ÐÑÄÑ }

var a, a0: ðåáðî;  i: èíäåêñ;
begin

a := Head_V[v];  a0 := a;  i := 0;
{inv: ((Ñïèñîê[a].v1 = v) or (Ñïèñîê [a].v2 = v)) & A[1..i] � çàïîëíåí}
repeat

i := i + 1;
A[i] := a;

if   Ñïèñîê[a].v1 = v then a := Ñïèñîê[a].p1

else  a := Ñïèñîê[a].p2;
until a = a0;

end { Èíöèäåíòíûå_ðåáðà }

Ëèñòèíã 5
Proc Ãðàíèöà_ãðàíè (f: Ãðàíü; var A: Âåêòîð_ðåáåð);
{A[1..*] � ñïèñîê ðåáåð ãðàíèöû ãðàíè â ïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå}
{a � òåêóùåå ðåáðî, Ñïèñîê � ÐÑÄÑ }
var a, a0: ðåáðî;  i: èíäåêñ;

begin
a := Head_F[v];  a0 := a;  i := 0;
{inv: ((Ñïèñîê[a].f1 = f) or (Ñïèñîê [a].f2 = f)) & A[1..i] � çàïîëíåí}
repeat

i := i + 1;
A[i] := a;
if   Ñïèñîê[a].f1 = f then a := Ñïèñîê[a].p1

else  a := Ñïèñîê[a].p2;
until a = a0;

end { Ãðàíèöà_ãðàíè }

Ñ ïîìîùüþ ÐÑÄÑ ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü ðåáðà, èíöèäåíòíûå çà-
äàííîé âåðøèíå ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ëèñòèíã 4).

Âðåìÿ ðàáîòû ýòîé ïðîöåäóðû ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ðåáåð, èí-
öèäåíòíûõ âåðøèíå v.

Îáõîä çàäàííîé ãðàíè âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé ïðî-
öåäóðû (ñì. ëèñòèíã 5).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü áîëåå óíèâåðñàëüíûé
âàðèàíò ÐÑÄÑ, íî òðåáóþùèé íåñêîëüêî áîëüøåé ïàìÿòè. Íàçîâåì åãî
ÐÑÄÑ ñ óäâîåíèåì ðåáåð. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå íåîðèåíòèðîâàííîå
ðåáðî èñõîäíîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð
(ïîëóðåáåð). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîÿñíÿåòñÿ íà ðèñ. 21. Èìåííî îíî,
êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ â îïèñàííûõ àëãîðèòìàõ ïîñòðîåíèÿ òðåõ-
ìåðíûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê.
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Ðèñ. 21. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîñêîãî ãðàôà (à) ñ ïîìîùüþ ÐÑÄÑ
ñ óäâîåíèåì ðåáåð (á).
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